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射影平面と Bézoutの定理
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射影平面

定義 1

C3\{0}に (x, y, z) ∼ (x′, y′, z′) ⇔ λ ∈ C\{0} st.(x, y, z) = (λx′, λy′, λz′)で同値関係
を入れる. このとき商集合 (C3\{0})/ ∼を P2 と表し, 複素射影平面という. つまり
(λx′, λy′, λz′)と (x′, y′, z′)を同じ点と見なすような空間が射影平面ということである.
(x, y, z)で表される P2 の代表元を [x : y : z]で表す.

定義 2

f(x, y, z) ∈ C[x, y, z]を定数でない斉次多項式 (0でない項の次数が等しい多項式)とする.
このとき V (f) := {[x : y : z] ∈ P2 | f(x, y, z) = 0}と定める. 部分集合 C ⊂ P2 がある
定数でない斉次方程式によって C = V (f)となるとき射影曲線という. また, f が平方因子
を持たないとすると f は定数倍を除いて一意に定まる. このとき degf を C の次数という.

定数でない多項式同士の積に分解できないとき f は既約という. f が既約のとき C = V (f)
を既約ということにする. C が射影曲線のとき C = C1 ∪ ... ∪ Cn(C1, ..., Cn は既約)とい
う形で一意に分解できる. C1, ..., Cn を既約成分という.

例 1. x+ y + z = 0で定まる射影曲線は直線を表す.
例 2. y2z − x3 + xz2 = 0で定まる射影曲線は楕円曲線を表す.
例 3. C を (x+ y + z)(x+ 2y + z) = 0, C1 を x+ y + z = 0, C2 を x+ 2y + z = 0か
ら定まる曲線とすると C = C1 ∪ C2 と既約成分に分解できる.
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射影平面

射影平面とは通常の平面 C2 に無数の無限遠点と呼ばれるものを加えたものと見なすことが
できる. C2 は P2 へ (x, y) 7→ [x : y : 1]で埋めこむことができる. この埋め込みの補集合の
点 [x : y : 0]が無限遠点となる. 射影平面では二つの直線は必ず一点で交わる.

�������

�������

C2 で平行な二直線
x+ 2y + 1 = 0, x+ 2y = 0は C2 では交わらない.
一方でこれらに対応する P2 の直線 x+ 2y + z = 0,
x+ 2y = 0は無限遠点 [2 : 1 : 0]で交わる.
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Bézoutの定理

これから以下の定理を示す.

定理 3 (Bézoutの定理)

C,D ⊂ P2 を共通の既約成分を持たない射影曲線とする. このとき C,D の次数をそれぞれ
m,nとすると C ∩D は空でなく, C,D の交点の個数はmn個以下である.

共通の既約成分を持たない射影曲線とは, 二つの曲線の共通する点が有限個であることを意
味する. 例えば二つの曲線を同じ曲線として考えると交点は無数にあり定理の仮定を満たさ
ない.

&%
'$

�������

2次の曲線である円と
1次の曲線である直線は 2つの交点を持つ.
これを一般化したものが上の定理である.

坂内研究室 学部 4年 茶堂賢 中岡周太郎 横山晴哉 高林歩悠人 射影平面と Bézoutの定理
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Bézoutの定理

以下, P (x) = a0xn + ...+ an (a0 6= 0, a0, ..., an ∈ C), Q(x) = b0xm + ...+ bm
(b0 6= 0, b0, ..., bm ∈ C)とする.

定義 4 (終結式)

R(P,Q)をm+ n行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an an−1 · · · a0 0 0 · · · 0
0 an an−1 · · · a0 0 · · · 0
...
0 0 · · · 0 an an−1 · · · a0
bm bm−1 · · · b0 0 0 · · · 0
0 bm bm−1 · · · b0 0 · · · 0
...
0 · · · 0 bm bm−1 · · · b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
として P,Qの終結式という. R(P,Q)(y, z)を C[y, z]を係数とする多項式に対し同様に定
義する.
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Bézoutの定理

例 1. P (x) = x2 + 2x+ 1と Q(x) = x+ 1の終結式は

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
1 1 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣により定義される.

例 2. P (x) = x2 + y2 − z2 と Q(x) = x− z の終結式は

∣∣∣∣∣∣
y2 − z2 0 1

−z 1 0
0 −z 1

∣∣∣∣∣∣により定義
される.

補題 5

P (x) = 0と Q(x) = 0が共通解を持つためには R(P,Q) = 0であることが必要十分で
ある.

(証明) P (x)と Q(x)が共通因子 R(x)を持つ.
⇐⇒P (x) = R(x)ϕ(x), Q(x) = R(x)ψ(x)と書ける.
ϕ(x) = α0xn−1 + · · ·+ αn−1

ψ(x) = β0xm−1 + · · ·+ βm−1 とすると係数比較することにより
R(P,Q) = 0と同値であることがわかる.
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Bézoutの定理

例. P (x) = x2 − x− 2 = 0, Q(x) = x− 2とすると終結式は

∣∣∣∣∣∣
−2 −1 1
−2 1 0
0 −2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0となる.

補題 6

P (x, y, z)と Q(x, y, z)を定数でない斉次多項式で P (1, 0, 0) 6= 0 6= Q(1, 0, 0)となるもの
とする.
このとき P (x, y, z)と Q(x, y, z)が定数でない斉次の共通因子を持つ.
⇐⇒R(P,Q)(y, z) = 0.

(証明) P (1, 0, 0) = 1 = Q(1, 0, 0)としてよい. P (x, y, z)と Q(x, y, z)は C[y, z]を係数
とするモニックな多項式 (xの最高次の係数が 1である)とすることができる. C(y, z)に関
して補題 5を用いることにより R(P,Q)(y, z) = 0であることは P (x, y, z)と Q(x, y, z)
が C(y, z)を係数とする多項式として共通因子を持つことが必要十分である. Gaussの補題
を用いると C[y, z]を係数とする多項式についても同じとわかる.
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Bézoutの定理

補題 7

P (x) = (x− λ1) · · · (x− λn)
Q(x) = (x− µ1) · · · (x− µm)とすると, R(P,Q) =

∏
1≤i≤n,1≤j≤m(µj − λi). また

R(P,QR) = R(P,Q)R(P,R)である.

(証明) 略.

補題 8

P (x, y, z), Q(x, y, z)をそれぞれ次数m, nの斉次多項式とする. このとき R(P,Q)(y, z)
は次数mnの斉次多項式.

(証明) R(P,Q)(y, z)は ij 成分は斉次多項式 rij(y, z)の行列式で与えられる. rij の次数
を dij とすると,

dij =

{
n+ i− j (1 ≤ i ≤ m)
i− j (m+ 1 ≤ i ≤ n+m)

R(P,Q)(y, z)は ±
∏n+m

i=1 riσ(i)(y, z)の和であり, この各項は∑n+m
i=1 diσ(i) = n+m次

の斉次多項式である.
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Bézoutの定理

補題 9

P2 の任意の射影曲線は少なくとも一つの交点を持つ.

射影空間で二つの直線が必ず交点を持つことは上で紹介した. それの一般化である.

(証明) C と D がそれそれ n, m次の斉次多項式 P (x, y, z), Q(x, y, z)で与えられたとす
る. R(P,Q)(y, z)は 0または (bz − cy)の形のmn個の積. どちらの場合も
R(P,Q)(b, c) = 0. 補題 5を P (x, b, c), Q(x, b, c)に用いると, ある a ∈ Cが存在し
P (a, b, c) = Q(a, b, c) = 0.

(Bézoutの定理の証明) C と D が少なくとも nm+ 1個の交点を持つとすると C と D が
共通成分を持つことを示す. S を C ∩D の nm+ 1の交点とする. C またはD または S の
任意の 2点を結ぶ直線を通らない点を選ぶ. 射影変換により, この点を [1 : 0 : 0]とすること
ができる. このとき P (1, 0, 0, ) 6= 0 6= Q(1, 0, 0). 補題 8により R(P,Q)(y, z)は 0でない
なら (bz − cy)の形のmn個の積. 補題 5より (bz − cy)が R(P,Q)(y, z)の因子であるこ
とは P (a, b, c) = 0 = Q(a, b, c)となる a ∈ Cが存在することと同値である. よって
[a : b : c] ∈ S なら P (a, b, c) = 0 = Q(a, b, c)かつ b, cは同時に 0にならないので
(bz − cy)は R(P,Q)(y, z)の因子. [α : β : γ] ∈ S が [a : b : c]と違うなら βz − γy は
bz − cy の定数倍でない. そうでないなら [a : b : c], [α : β : γ], [1 : 0 : 0]が直線 bz = cy
上にあり矛盾. これより R(P,Q)(y, z)は nm+ 1個の異なる因子を持つ. よって
R(P,Q)(y, z) = 0で補題 6より示された.
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Bézoutの定理

例 1. x2 + y2 − z2 = 0と x− z = 0は交点 [1 : 0 : 1]をもつ.
例 2. x2 + y2 − 2yz = 0と x2 − 4yz = 0は [0 : 0 : 1]と [±2

√
2i : 2 : −1]の 3つの交点

を持つ.

注. 交叉重複度というものを考えることによりm次曲線と n次曲線はmn個の交点を持つ
ことがわかる.
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